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© Bayesowski model ryzyka tacznego
@ Sktadka indywidualna, kolektywna i bayesowska
© Mierniki odpornosci sktadki na zaburzenia rozktadu a priori

e Oscylacja sktadki
o Sktadka o gamma-minimaksowej utracie a priori i a posteriori

© Rodziny rozktadéw a priori

@ Wyniki

Q Przyktady — wptyw zaburzenia rozktadu a priori na mnozniki sktadki
w systemie bonus-malus
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Bayesowski model ryzyka tacznego

o Np, — liczba szkéd w roku h, h=1,2 ... t, Ny ~ Poiss())
® Yh1, Yho,... — wartosci szkéd, przy danym 6 zmienne i.i.d.,
Yhi ~ Gamma(a, §), Sh = 3iL1 Vi,
e Dane (N%,S*), N=Y}_1N,and S=3}_1 S
@ Przy danych A, 0 zmienne N, Y}, ; niezalezne
@ Rozktad a priori: A ~ w19 = Gamma(p1,0k1,0, k1,0),
0 ~ 10 = IGamma(koo + 1, f12,0k2,0)

e Standardowo: A, 6 niezalezne mgo(A, 0) = m1,0(A)m2,0(0), EX = p110,
EO = 20
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Sktadka indywidualna, kolektywna i bayesowska

Sktadka indywidualna (skfadka netto) —
H(A,0) = E(Sp|\, 0) = aXd

Cel — oszacowanie sktadki indywidualnej przy kwadratowej funkcji straty:
Sktadka kolektywna (wiedza a priori)

HE () = Ex(a\d) = ap1 0p2,0,

Sktadka bayesowska (wiedza a priori i historia szkodowosci) — estymator
bayesowski

N + p110k10 S + koopi2,0
HB(Nt, St) = E.(a)\d|Nt,St) = a = el
ﬂ( ) ( | ) t-f—kl’o Na+k27o
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Niedoktadno$é wiedzy a priori

@ Modelowanie rodziny rozktadéw a priori I
@ Mierniki odpornosci sktadki na zaburzenia rozktadu a priori
o Wyznaczanie oscylacji sktadki kolektywnej i bayesowskiej

r(HE,T) = sup HS(m) — inf H (),
mel mel

r(HB(-, Nt, S%),T) = sup H8(x, N*, S*) — inf HB(m, Nt, S*)
wel ™

e Wyznaczanie procedur optymalnych — estymatory o '-minimaksowej
utracie a priori i a posteriori (PRGM)

HE(T) = 5 (sup HE() + it HE()).

el
1
HB (T, N, S*) = > <5Lé? HB(m, N* St)+7irr%fr HB(TF,Nt,St)>
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Estymatory PRGM

R«(m, d) — ryzyko a posteriori decyzji d przy zaobserwowaniu danych x i
rozktadzie a priori

Estymator o - minimaksowej utracie a posteriori (PRGM) HER spetnia

Vx sup r(m, HBz(x)) = inf sup r(m, d)
rel d rer

gdzie
rX(ﬂ-a d) = RX(T‘-7 d) - RX(7T7 HB(ﬂ-aX))

jest utrata a posteriori
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Rodzina ['; rozktaddéw a priori

e Kopula (funkcja faczaca) Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM)
C(u,v) =uv+wuv(l—u)(l-v), wel[-1,1]
@ Niech kiop1,0 i koo > 1 - liczby catkowite. Rodzina I'y
M ={m: 1A 0)=c(Mio0(A),MN20(0)) m10(A)m20(0) : w € [w1,w2]}

gdzie I dystrybuanta rozktadu 7 oraz —1 < w1 < wp < 1 ustalone
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Wihtasnosci

@ w - parametr odpowiadajacy za zaleznos¢, wspétczynniki korelacji:
Kendalla, Spearmana i Pearsona s3 réwne

(w) (w) v Corr(w) = w 21: 22: Qg iy Vh(k =2)
T = 5 = 3 = ij i j

9 P 3 == JH1,iH2 j H2,0/41,0
@ Rozktad 7, jest kombinacja liniowa znanych rozktadéw

h b

T = m10(N)m20(0) +w Y Y i (M) (6),
i=0 j=0

gdzie h = kiop10, b = koo +1, ago = —1, 7o =m0, T30 = 2,0,

7[‘>1k7,- = Gamma(i+ h—-1, 2/(1,0), 7I'>2k7j = lGamma(j—l— h—1, 2/(270#2,0),

2 (i+h-2 2 (j+h-2
e A Y L U S

ajj = —ajoog, fori=1,... h, j=1,...,h.
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Zachowanie skfadki kolektywnej

hoob
HS =a (Ml,oﬂz,o +w) N O"'J“ii“zJ) '

i=0 j=0

I+ kiop1o—1
2/(170 ’

2ka012,0

Moo = H2,0, Hoj = m,

* *
Hio0 = H1,0, H1,i =

Oscylacja
h h

r(HE,T1) = a(wz — w1) > Z%JHT,;‘MEJ ;
i=0j=0

Skfadka optymalna

h

h
w1 + wo «
Hfg(M1) = H (mo0) = a (Ml,ouz,o T ZZO‘I‘JMJM;J) ;
=0 j=0
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Zachowanie skfadki bayesowskie]

@ Rozktad a posteriori:

*

—
90 71 0(AINE, §8)ma0(B|NE, S*)

mw(\, O|NE, ST) = yr

h h *
SO

IOJO

)‘|Nt )Tr;,j(mNtaSt))

o Sktadka bayesowska - funkcja homograficzna zmiennej w
monotoniczna funkcja w.

@ Oscylacja
r(HB( N S, T1) = |HE (umey, N, SY) = HE (mumey, N, SY)|
o Sktadka PRGM

1
HER(FI’ Nt’ St) - 5 (HB(W“’:“’U Nt’ St) + HB(Ww:wza Nt, St)) .
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Przyktad

Model Rozktad A EX | Var()) Rozktad 6 EQ | Var(0)
M1 Gamma(1;2.5) | 0.4 0.16 | /Gamma(3;400) | 200 | 40000
M2 Gamma(1;1) 1 1 || /IGamma(3;400) | 200 | 40000

Rodzina rozktadéw a priori: '] zwy = —wy = —1

Model || HE | r(HE,T1) | Rmin | Rmax
M1 80 30| 0.81 | 1.19
M2 200 751 081 | 1.19

mf7r€|—1 HC(T‘-) SUPrer, HC(T[-)
Rmin = C P Rmax = ,4Cc
HO HO
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Odporno$¢ sktadki bayesowskiej w modelu M1 przy

rodzinie [

S/N =100 S/N = 200 S/N = 400
NI H' | HE| | HO| Her| wp ] Ho| Hee| #
t=1

O 571 57.1]0240] 571 57.1] 0240 57.1| 57.1 | 0.240
2 | 128.6 | 130.6 | 0.333 || 171.4 | 168.6 | 0.387 || 257.1 | 239.7 | 0.440
5 | 220.4 | 229.0 | 0.307 || 342.9 | 332.9 | 0.286 || 587.8 | 533.6 | 0.295
t=3
O 364 | 364|004l 364 | 364 | 0.041 | 364 364 | 0.041
2| 81.8| 8230211 | 109.1 | 108.3 | 0.301 || 163.6 | 158.0 | 0.385
5 | 140.3 | 144.0 | 0.249 || 218.2 | 213.1 | 0.270 || 374.0 | 344.5 | 0.296
t=5
O 26.7] 26.7 ] 0.004 || 26.7 | 26.7 | 0.094 || 26.7 | 26.7 | 0.094

2 60.0 | 60.1 | 0.115 80.0 | 79.8 | 0.221 || 120.0 | 118.4 | 0.327
5] 1029 | 104.6 | 0.191 | 160.0 | 157.2 | 0.244 || 274.3 | 257.7 | 0.278
_r___ oscylacja(HB)

Hy — Hy
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Odporno$¢ sktadki bayesowskiej w modelu M2 przy

rodzinie [

S/N =100 S/N = 200 S/N = 400
NI H' | HE| | HO| Her| Ho | Hee | 7
t=1

0 [ 100.0 | 100.0 | 0.083 [ 100.0 | 100.0 | 0.083 || 100.0 | 100.0 | 0.083
2 | 225.0 | 226.8 | 0.239 || 300.0 | 297.2 | 0.322 || 450.0 | 431.2 | 0.399
5 | 385.7 | 397.2 | 0.264 || 600.0 | 585.0 | 0.275 || 1028.6 | 943.1 | 0.298
t=3
0 50.0] 50.0]0.210 ]| 50.0 | 50.0 | 0.210 || 50.0 | 50.0 | 0.210
2 | 11255 | 112.5 | 0.024 || 150.0 | 150.0 | 0.137 | 225.0 | 225.4 | 0.264
5| 192.9 | 194.5 | 0.130 || 300.0 | 296.8 | 0.206 | 514.3 | 493.5 | 0.251
t=5
0 333 333]0352 333 333]0352 333 333] 0352
2| 750 | 752 0.097 || 100.0 | 100.0 | 0.016 || 150.0 | 151.6 | 0.164
5| 128.6 | 128.7 | 0.040 || 200.0 | 199.4 | 0.137 || 342.9 | 338.0 | 0.203
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Oscylacja mnoznikéw sktadki w systemie BM

Mnozniki BM:

@ Mnoznik w modelu, gdy X i 6 s3 niezalezne

HB (70,0, Nt, SF)

BM(mo,0, N*, S) =

Hg
@ Wahanie mnoznikéw:
HB Nt t HB Nt t
BM,,. = inf Ma BM pax = sup M

@ Mnoznik z wykorzystaniem sktadek optymalnych

_ Hpp(T, N, 5

t ot
BMpg(I', N*, S*) HE(T)
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Mnozniki BM w modelu M1 przy rodzinie ',

....... BM_min(S1)

-k BM_min(S2)

--@--BM_min(S3)

Agata Boratynska
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0
4 5 6 0
N
- - -BM_max(S1) ——BM_PR(S1)
- 4 -BM_max(S2) ——BM_PR(S2)
- @ -BM_max(S3) —e—BM_PR(S3)
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——BM(pi_00)(S1)
—4—BM(pi_00)(S2)
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Mnozniki BM w modelu M2 przy rodzinie

0 0
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
N N
------- BM_min(S1) - - -BM_max(S1) ——BM_PR(S1) —— BM(pi_00)(S1)
& BM_min(S2) - &-BM_max(S2) —4+—BM_PR(S2) —&— BM(pi_00)(S2)
~®-BM_min(S3) - ®-BM_max(s3) —e—BM_PR(S3) —e—BM(pi_00)(S3)
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Rodzina ', rozktadéw a priori

@ Rozktady typu e—zaburzenie
m(A) = (1 =&)mo(A) +ema(A),  7(0) = (1 —n)m2,0(0) +1m2,1(6)
o Rozktad taczny przy niezaleznych A i 6
T 0) = (1= €)(1 — n)m1o(A)m2,0(0)

+€(1 — ?7)71'171()\)71'2,0(9) + (1 — 8)?77['170()\)7'('271(9) + 6777'('171(/\)77'271(9)

@ Rodzina 'y rozktadéw a priori
My = {777 : ZZO"J T)m,i(N)m2(0), T € [Qmin{e,n}]}
i=0 j=0

gdzie
ago(r) =1—c—n+7, agi(7) =n—7, aup(r) =e—7, a11(7) =7
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Wihtasnosci

@ 7 =¢en wtt A i 6 niezalezne

o Covr, (A 0) = (7 —en)(p1,1 — p1,0) (k2,1 — p2,0)

o Jezeli 7 = en (niezalezno$¢) lub p1 1 = p1,0 lub pp1 = po to
Covy, (N 0)=0

o (11— p1,0)(p21 — p2,0) > (<)0 to Cov jest rosnaca (malejacy)
funkcja 7 i jest ujemna (dodatnia) dla 7 < .
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Zachowanie skfadki kolektywnej

o Sktadka kolektywna

HE = a(r(p11 — p10)(p2,1 — p2,0)
tepz,0(p1,1 — p1,0) + npao(p2,1 — H2,0) + H1,042,0)

@ Oscylacja
r(H®,T2) = amin{e, n} (1,1 — p1,0) (2,1 — p20)! 4
o Sktadka optymalna

HEg(T2) = HE (Em{zn}) :

o Jezeli (11 — p1,0)(p21 — p20) = 0 wtedy HE (mr;) = HE(75") nie
zalezy od 7.
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Zachowanie skfadki bayesowskie]

Sktadka bayesowska

LAt (T)N+ pq ki S+ ko ipin
HB - Nt _ ij H1,iK1,i 2, j M2,
(7, ‘92%]2% A(r)  t+k  Natky

Oscylacja
r(HB('a Nta St)a r2) = ’HB(WT:min{a,n}v Nta St) - HB(”TZO? Nta St)‘
Sktadka PRGM

HER (T2, N, SY) = 2 (HB(Tr—minge nys N S°) + HP (=0, N*, 1))

N
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Przyktad

Rozktady brzegowe:

o Model M3:
zmienna A
(1 —e)Gamma(1;2.5) + eGamma(1; 1)
zmienna 6
(1 — n)IGamma(3,400) + nlGamma(2.2; 240)
EX=04(1—¢)+ec EO =200
o Model M4:
zmienna A jak wyzej
zmienna 6

(1 —n)lGamma(3,400) + n/Gamma(3; 600)

EXN=04(1—¢)+¢e EO=200(1— n)-+ 3007
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Zachowanie skfadki kolektywnej i mnoznika BM

€ Ui Corr H(g: Rmin Rmax BMmax - BMmin
S

N =
100 | 200 | 400

[, the model M3

0.1]0.1 0 92 1 1| 0.229 | 0.181 | 0.181
0.11]0.5 0 92 1 1] 0.231 | 0.177 | 0.200
05 ]0.1 0 140 1 1| 0.038 | 0.014 | 0.057
05105 0 140 1 11 0.197 | 0.078 | 0.329
5, the model M4
0.1 [ 0.1 | [-0.005.0.048] | 96.6 | 0.994 | 1.056 | 0.321 | 0.747 | 1.277
0.1 | 0.5 | [-0.022.0.022] 115 | 0.974 | 1.026 | 0.320 | 0.612 | 1.166
0.5 | 0.1 | [-0.017.0.017] 147 | 0.980 | 1.020 | 0.069 | 0.131 | 0.222
0.5 | 0.5 | [-0.071.0.071] 175 | 0.914 | 1.086 | 0.414 | 0.488 | 0.650
R.. — infﬂ'erl HC(T() R _ SUPrer, HC(T[')
min = C , max — C
HO HO
HB(m, Nt, S*) HE(m, Nt, S*)
BM, = inf 20 N0 gy gy AT N T)
min 7Ir2r Héj > max frlé? Hé:
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@ Zbadano zachowanie sie sktadki kolektywnej i bayesowskiej przy
pewnych odejsciach od zatozenia niezaleznosci a priori miedzy
parametrami opisujacymi czestos$¢ szkdd i wartos¢ oczekiwang ich
wielkosci.

@ Rozwazono dwie rodziny rozktadéw a priori, w ktérych rozktady sa
kombinacjami liniowymi dwuwymiarowych rozktadéw sprzezonych.

@ Zaprezentowano sytuacje, gdzie zalezno$¢ pomiedzy zmiennymi
opisujacymi czesto$¢ i warto$¢ oczekiwang wielkosci szkody nie ma
wptywu na sktadke kolektywna.

@ Zalezno$¢ (nawet przy Corr bliskim 0) moze znaczaco wptywaé na
sktadki bayesowskie i mnozniki skfadki w systemach bonus-malus.
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Dziekuje za uwage
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