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Zbrojenia a wzrost gospodarczy.
Analiza oparta na rozszerzonym
modelu Solowa
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War and Economic Growth: An Analysis Based on Extended Solow Model
(Defence and Peace Economics, 2024)
https.//www.tandfonline.com/doi/full/10.1080/10242694.2024.2435280

autorstwa Katarzyny Filipowicz, Adama Krawca i Tomasza Tokarskiego. Uogdlnienie to
polega za$ na tym, ze technologi¢ (utozsamiang z TFP w funkcji produkcji Cobba-

Douglasa) uzalezniamy od nakladéow kapitalu na pracujacego zaréwno w sektorze
cywilnym, jak i militarnym gospodarki.
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(1)

(i)
(iii)

(V)

(v)

Badamy gospodarke zamknieta zdezagregowang na dwa sektory. Sektor cywilny,
ktory wytwarza produkty konsumpcyjne i inwestycyjne oraz sektor militarny
produkujacy na potrzeby armii.

Proces produkcyjny w kazdym z tych sektorow opisuje funkcja produkcji Cobba-
Douglasa z taka sama TFP.

TFP zmienia si¢ w przedziale [0,1] w zaleznosci od wielkosci kapitatu na
pracujacego k. W sektorze cywilnym oraz k,, w sektorze militarnym. Co wiecej,

jesli k. » 0 Tub k., » 0%, to TFP spada do 0, zas przy k. - +oo i k,, » 4+

TFP zmlerza do 1.

Poniewaz produkty inwestycyjne wytwarza jedynie sektor cywilny, zatem przyrost
kapitatu zalezny jest od stopy inwestycji s, wielkosci produkcji sektora cywilnego
Y. oraz deprecjacji kapitatu.

Czynniki produkcji (kapitat | pracx) dzielone Sa migdzy sektor cywilny I militarny
w pewnych statych proporcjach r— zalezne sg albo od

decyzji centralnego planisty (w gospodarce centralnle planowanej), badz tez od
wielkosci zamowien rzagdowych na produkty militarne (w gospodarce rynkowej).
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Jego zas modyfikacja, polegajaca na przyjeciu zatozen, ze W czasie wojny:
(1) czynniki produkcji stopniowo przesuwane sa z sektora cywilnego do militarnego,
(i1) na skutek zniszczen wojennych rosnie stopa deprecjacji kapitatu

pozwoli rowniez na dokonanie symulacji numerycznych podstawowych zmiennych
makroekonomicznych w zaleznosci od dhugosci 1 intensywnosci konfliktu zbrojnego.
Wstepne wyniki tych symulacji (w modelu ze stala TFP) znalezé mozna we

wspomnianym opracowaniu Filipowicz, Krawca 1 Tokarskiego (strona Defence and
Peace Ecomomics).
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A a(ke(t), k() = (1 — e *e®)" 7. (1 — e7km(O)™
JAGIELLONSKI Yo(6) = a(®) - K& (©) - L (0,

W KRAKOWIE

V() = a(t) - Ky () - Ly, (0,
K(t) = sY.(t) — 6K(1),
L(t) = e™,
K.(t) = vgK(t) A K (8) = (1 — vg)K(2),
Lc(t) = v L(t) ALy (t) = (1 — vy )L(2),
gdzie:

Vj = “i oraz kj = % (dlaj = ¢, m).
J

J
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(i) a: [0, +)? - [0,1),
(i1) a(0, k,,) = a(k.,0) =0,

..., da Oda
(”I)a_kc'@>0'

(iv) lim aCke k) = (1—e7km)",

() lim_alke k) = (1—e7%)" "

(vi)k, > +0o Ak, > +0 = a - 1.




Sektor cywilny:
1_
Ye = fc(kc: km) — (1 - e_kc) " (1 - e_km)m ) kg
Sektor militarny:

Ym = fm(kc: km) = (1 - e_kc)l_m . (1 - e_km)m | kﬁl
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(i) fe: [0, +00)*—

[0, +00),

(i) fe(ke, 0) = fc(0, k) = 0,

Ofc 0fc
() 3. ok’ Ok

(iv) Yk, > 0

(V) Vk. >0

> 0,

kcli—>r-|r-loo felke, k) = +oo,

Jm folke k) = (1= e7)'

"k > 0.
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0fc

(o

gC(kC) — ekc _ 1

ok, folky ~@td-m

Poniewaz:

(1) kli—r>%+ k) =1—m+a,
(i) &¢ (ko) <0,

(i) Jim_e.(k) = @

zatem jesli k. rosnie od 0 do +oo, to elastycznosé €.(k,.) spadaod 1 —m + a do a.



Sektor cywilny:

a 1-m m
1 —

Sektor militarny:
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(i) f¢ (k) >0,

(iii) lim f.(k) = +oo
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I, . 1-—
& f(t) = P+ (1 — e k@)™ (1 — =BRO)™ . k() — Q - k(t),
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. VK a VK 1-vg
gd2|e:P=s(—) >0,0=64+n>0,A=—>00razB = > 0.
vy, (28 1-v;,

Powyzszy zwiazek interpretuje si¢ analogicznie do réwnania Solowa. Jednak (w
przeciwienstwie do oryginalnego rownania Solowa) rownanie to nie ma nietrywialnej
catki ani w zbiorze funkcji elementarnych, ani wsrod funkcji specjalnych Gaussa |
Eulera. Natomiast catke trywialng k(t) =0 (jako niecickawg zaré6wno z
matematycznego, jak i1 ekonomicznego punktu widzenia) pomijamy.

uj.edu.pl



Uogolnione rownanie Solowa mozna réwniez zapisa¢ Wzorem:

iy k() = (Po(k()) — Q)k(d),

AV gdzie:

g N

UNIWERSYTET (p(k) = (1 — e_Ak)l_m . (1 — e_Bk)m a1

JAGIELLONSKI ] ]
W KRAKOWIE Z powyzszego zwigzku ptyna nastepujace wWnioski:

(i) Jesli istnieje k > 0 takie, ze funkcja ¢@(k) przyjmuje warto$¢ roéwng

Ilorazowi %, to badane rownanie rozniczkowe ma nietrywialny punkt

stacjonarny (lub nietrywialne punkty stacjonarne).

(i)W przypadku, w ktorym ¢ (k) > % przyrosty kapitalu na pracujgcego W tym

Q

réwnaniu rézniczkowym sg dodatnie, natomiast przy ¢ (k) < . ujemne.

uj.edu.pl
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Mozna pokaza¢, ze funkcja (k) charakteryzuje sie miedzy innymi nastepujacymi
wilasno$ciami:

)(k->0"Vk > +0) = (k) >0,

(i) istnieje doktadnie jedna wartosé k > 0 taka, ze:
(@) jeslik € (0,k), to ¢’ (k) > 0,
(b) ¢" (k) =0,
(c) dla kazdego k > k mamy: ¢’ (k) < 0.

Plynie stad wniosek, iz jesli kapital na pracujgcego k rosnie od O do +oo, to W
przedziale (0,k) wartosci funkcji @(k) rosng od 0 do ¢y = ¢(k), natomiast
w przedziale (k, +00) wartoéci owej funkcji spadaja od ¢, do 0.
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Z powyzszych wlasnosci funkcji ¢ (k) wynika, ze:

1) W przypadku, w ktorym ¢, < g uogolnione réwnanie Solowa nie ma nietrywialnych

punktoéw stacjonarnym. Woéwcezas przy dowolnym k(0) > 0 przyrosty owego kapitatu
k(t) sa ujemne, a wicc: k(t) = 0. Jesli zas k(t) —» 0, to rowniez: a(t) = 0, co
prowadzi do tego, ze takze wydajnosci pracy zaréwno W sektorze cywilnym y,, jak i w
sektorze militarnym y,,, sa w dhugim okresie zbiezne do 0.

2) Jesli za$ @y = g to:
(a) dla dowolnego k(0) > k zachodzi: k(t) < 0, co powoduje, ze wowczas: k(t) — k,
(b) k(0) =k = Vvt > 0k(t) = 0AKk(t) =k,

(c) przy k(0) < k mamy: k(t) < 0 Ak(t) = 0.



3) W przypadku, w ktorym ¢, < g uogolnione réwnanie Solowa ma dwa nietrywialne punkty
stacjonarne: k, € (0, k) oraz k, € (k, +), co wynika stad, ze w tych punktach wartosci funkcji
ks @ (k) zrownuja sie z wielkoscia g. Dlatego tez:

%

A (i) Jesli k(0) € (0,k,), to k(t) <0, wigc wowczas: k(t), a(t), ye(t), ym(t) = 0.

UNIWERSYTET

IAGIELLONSKI (ii) Gdyby za$ wyjSciowy kapitat na pracujacego k(0) wynosit k,, to w kazdym nastepnym
W KRAKOWIE momencie k(t) = 0, czyli: Vt = 0 k(t) = k4. Ponadto:

k(t) = ];1 = a(t) = a(El) Ayc(t) = fC(El) /\ym(t) = fm(El)

(iii) W przypadku, w ktorym k(0) € (ky, k;) przyrosty kapitatu na pracujacego k(t) sa dodatnie,
czyli wowczas:

k() > ky Aa(t) » a(ks) Aye(®) = fo(k2) A ym(@®) = fn(k2).

(iv) Przy k(0) = k, w kazdym momencie t > 0 mamy k(t) = 0, co powoduje, ze:
k(t) =k = a(®) = a(kz) Aye(t) = fo(kz) Aym () = fin(k2).

(V) k(0) > k, = k(t) < 0, wiec w tym przypadku zachodza zwiazki:

k(®) = ky Aa(®) - a(ky) Aye(t) = fo(k2) Aym @) = fin(kz).

uj.edu.pl



Mozna pokazac, ze:

k = k(a,m,vg,v,),

ok

ok ok ok . .
przy czym: —— > 0, natomiast znaki pochodnych am’ For oraz —— sg niejednoznaczne.
L

Ponadto:
ki = ki(a,m,vg,vy,s,6,n) ANk, = ky(a, m, v, vy, s,8,n).

W tym przypadku jednoznaczne sa tylko znaki pochodnych czastkowych funkcji k; oraz
k, po stopach s, § i n. Wowczas:

ks akz

P <0N=—=>0

oraz;

ok, _ 9k, ok, _ 0k,

98  on >0Aaa "~ on <0.




Bierzemy uktad dynamiczny w czasie dyskretnymt = 0,1, ... :

[ o wmk\Y  ( amry )
ar = (1 exp( vLent)) | (1 exp( (1—vL)e"t))

e(l—a)nt

4 Yoo = a,vgvy *KE
Yine = ar(1 —vg)P (1 - VL)l_BKtﬁe(l_B)nt
AKy = sYep—q — 0Kp—yq
L Ko >0ALy>0

a stad:

.

1-m , ) m
— _ _ vgK ) . _ 1-v)K
ar = <1 exp( vLent)> (1 exp( —(1—vL)ent)>
1 Y, = a,vvi OKfe(l-ont
Ve = a; (1 — UK)B(l — vL)l_BKtBe(l_ﬁ)"t

Ky =5sYe 1+ (1= 8)K; 4
\ Ky>O0ALy>0
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O quasi-elastycznosci a funkcji produkcji w sektorze cywilnym zatozono, ze wynosi

In 2

Q= —~ 0,6309. Wowczas gdyby proces produkcyjny w tym sektorze opisywata

funkcja produkcji, w ktorej technologia a jest niezalezna od zasobu kapitalu na

pracujacego, to biorgc dwie gospodarki o relacji kapitalu na pracujacego ZA“
Bct
In2/In3
wynoszacej 3 otrzymamy stosunek wydajnosci pracy ;’ act — (’;A“) rowny 2. Z
Bct Bct
podobnych wzgledéw bierzemy g = —ln > ~ 0,6826.

Zakladamy rowniez, ze kapitat na pracujacego w sektorze cywilnym k. dwukrotnie
silniej oddziatluje na technologie a od wartosci owej zmiennej w sektorze militarnym

k., a zatem bierzemy m = % Arbitralnie przyjmujemy tez, ze stopa deprecjacji kapitatu
& wynosi 7,5%.



Przy przyjetych zatozeniach dotyczacych wartosci zmiennych niezaleznych w badanym
modelu wzrostu gospodarczego model ten moze imitowaé trajektorie wielkosci
produkcji w gospodarce amerykanskiej i radzieckiej w okresie zimnej wojny.

Bierzemy wowczas wielkos$ci jak w tabeli ponize;.

USA ZSRR

Vg 0,95 ln_z
In3
(%3 0,9 ln_3
In5
S 0,22 0,21
n 0,0125 0,01
K, 2 1

Ly 0,85 1
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Bierzemy réwniez nastepujace kombinacje:

Uk 0,95 1n_2
In 3
v 0,9 111_3
In5
S 0,26 0,22
n 0,02 0,015
K, 1,75 1

L, 1,75 1
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